
103 年度特殊教育教學示例 

國小資優教育數學教學設計－從完美數、友誼數、費瑪平方和定理體驗數學之美 

嘉義市垂楊國小 蕭武治老師 

 

壹、 設計理念 

泰戈爾曾寫過一首「世界上最遠的距離」的詩，裡頭有這麼一句：世上最遠的距離，是

我站在你面前，而你卻不知道我愛你。而個人對數學的認知、學數學時的感受與情緒、遇見

數學問題時的行動，就是他對數學所表現出來的特質，這樣的特質關係到個案和數學的相處

是敏覺的、投入的、考試的、或甚至是逃避的（陳靜姿，2000）。許嘉凌（2009）也發現六

年級學生喜歡數學的因素大致有：有趣、可以思考、對以後有幫助、天生就是喜歡數學等。 

國小學童從小五開始學習因數，對他們而言，這是一個新的學習概念，但往往在其學習

的過程中，經常被要求做複雜、重複地計算，導致信心與興趣的流失。因此，筆者參考科普

教材再結合課程內容，利用學習共同體的概念，將其轉化並設計適合學生討論與提問的教學

問題，期望孩子從”數”出發，利用因數為工具，與同儕一同體驗數學世界的美好與神奇。 

 

貳、 教學分析 

一、 教材分析 

 完美數：除了自己以外，一個數的所有因數加起來等於自己。 

 友誼數：如果有 A 和 B 兩個數，A 除了自己以外的所有因數加起來等於 B，B 也是除

了自己以外的所有因數加起來等於 A，那麼 A 和 B 就是在茫茫數海中最親密的數，

所以我們叫他們友誼數。 

 費瑪平方和定理：任何除以 4 之後會餘 1 的質數 ，可以寫成兩個平方數相加的總和。 

1. 因數概念除了是等值分數的先備知識，也是比例概念的基石，更是往後學習因式、倍

式、多項式、因式分解、數列與級數的重要基礎（劉祥通、周立勳，1999）。 

2. 本教材是以因數概念為主軸，做延伸性的思考與應用，學生的先備知識需建立在能窮

盡正整數的所有因數之上。 

3. 平方概念此一名詞的正式定義（一數自乘兩次，稱為平方。如 5×5=25，25 稱為 5 的平方。）

雖未在小學課程中被提及(七年級的數與量才提到)，但在正方形面積計算與數型中，

甚至從三年級開始，便可接觸到平方公分、平方公尺、平方公里等單位，因此學生仍

有許多接觸機會。 



4. 完美數、費瑪平方和定理、友誼數問題之解決，學生除了需要具備能窮盡某數之因數

的能力之外，對於問題題意的理解也相當重要，亦即學生能不能完全理解題目的要

求，將對其解題成功與否有重要的影響。 

 

二、 學生分析 

1. 本課程之目標教學學生主要為垂楊國小六年級，學校目前全面推動各科的閱讀理解教

學已經進入第三年，各班級參加數學社團學生共約 6 名，每位學生在班上的數學學習

表現約在前 1-2 名之間，其中一名學生為嘉義市列冊之圍棋資優生。 

2. 學生在五年級時已能理解因數、倍數、公因數與公倍數（5-n-03），六年級一開始便

介紹質數、合數，並能用短除法做質因數分解（6-n-01）。 

 

三、 教學方法分析 

1. 教學理論：開放式教學法強調讓學生在完善的教學計畫與開放的環境中，利用自身擁

有的數學知識進行非例行性問題的解題，鼓勵學生使用自然且多樣的思考來建構概

念，而非傳統地求單一答案解（Conway, 1996；Miwa, 1991），此外，Nohda（2000）

指出，所謂的開放式教學法，取決將數學概念以開放的問題呈現、學生能夠開放地發

展學習活動，並在兩者和諧地交互作用下，學生解題時的數學概念與學習均呈現開放

的態勢。Becker 和 Shimada（1997）更是認為開放式教學法活動即是以開放性問題來

進行教學的活動，在此類教學活動中，學生因為可以充分發揮自身的知識、技能與思

維來解決問題，因此而成為學習的主體。 

2. 此教學活動主要是以開放式教學法為主，就是教學者「設計非例行性問題」給每一位

學習者「解數學」、「談數學」的歷程，因此教師在選擇有價值的問題和任務供學生解

題時，其角色相當重要（NCTM, 2000）。而此過程中，學生的討論與教師的提問更是

教學良窳的關鍵。Goldin(1997)提到，  對於學生探索解題的歷程中，教師一開始時可

以給予學生非引導性的提問（nondirective follow‐up）；當學生出現非自發性的回應時，

再給予最小啟發建議（minimal heuristic suggestions）的提問；而預期的表現仍然沒有

自發地出現時，再給予引導式啟發建議（the guided use of heuristic suggestions）的提問；

最後，當學生解題完成時，應再給予探究、後設認知式（exploratary, metacongitive）的提

問。進行如此提問的目的在引發（elicit）學生與解題一致並且完整的口頭推理，以及

瞭解孩子的解題思維，是否與其呈現的表徵一致。如果學生能順利回答第一步驟的提

問，第二、三步驟便可省去不問，而第四個提問則用來確認學生是否真正理解問題並



進行解題。 

3. Smith 與 Stein（2011）強調在實踐提問與討論時，計畫（planning）的重要性，透過

計畫，使得教師在進行教學討論與提問前，便可在教學之初主動地預期（anticipating）

學生對任務可能的回應、教學時監控（monitoring）其對問題的真實回應；然後於討

論時選擇（selecting）特定對象（who）或概念（what）來發表與進行討論，安排

（sequencing）學生以一定的順序進行發表，再將討論導引（connecting）到重要的數

學概念，則這 5 個精心安排（orchestrating）的實踐（practices），將能促使有效能的

數學討論。 

（一）預期（anticipating）學生對任務可能的回應：教師在進行討論與提問的實踐中，第

一個要做的就是預期學生如何進行教學任務，或是他們如何處理所面臨到的數學

問題。這當然包括評估問題的難度是不是適合學生的程度、能不能引起學生足夠

的解題興趣等。 

（二）監控（monitoring）學生對問題的真實回應：當學生在進行解題、討論時，教師應

在課間巡視時，就開始關注學生的數學思考、解題策略，仔細地注意學生在解題

中做了些什麼，這有助於教師決定接下來發表與討論時應該關注在誰或哪些焦點

上。 

（三）選擇（selecting）與安排（sequencing）發表與進行討論的概念與對象：進行討論與

發表時，教師應做出要以什麼順序讓學生進行發表的決定，並且藉由這些有目的

地選擇，讓學生可以分享工作的成果，教師也可以使數學討論的目標與成效最大

化。舉例來說，為了盡可能使越多的學生在一開始時參與討論，因此可能以最多

人使用的解題策略開始提出討論與提問；也可能教師從解題策略較為具體的開始

（使用繪圖、或具體物表徵），再將使用代數的提出來討論；甚至於，當班上有不

少學生出現迷思概念，教師可能先將迷思概念提出來進行討論，對學生進行提問

與挑戰，藉以澄清他們的迷思或錯誤概念，使他們能在接下來任務中成功地解題。 

 

 

 

 

 

 



四、 課程概念分析 

在國小課程中，因數與倍數的討論以正整數為範圍。 

依據教育部公佈的國民中小學九年一貫課程綱要數學領域的說明：「一個不為零的整數

甲，若能整除另一整數乙，甲稱為乙的因數，乙稱為甲的倍數。」以  12  為例，  12  ＝  1  ×  12 ，

也可以是  12  ＝  2  ×  6  ，也可以是  12  ＝  3  ×  4  ，也就是說  1  、  12  、  2  、  6  、  3  、  4 

都可以整除  12  ，所以  1  、  12  、  2  、  6  、  3  、  4  就是  12  的因數。 

如果要知道一個數是否為另一數的因數，我們可以用除法去檢驗，例如：  13  是不是  169 

的因數？我們可以用  169  ÷  13  ，如果可以整除，  13  就是  169  的因數。如果要找出一個數

的所有的因數，以  24  為例，我們有  2  種方法可以找出：一種是從小的數依序開始，  1 、  2 、 

3  、  4  、  5  、  6…  ，看看是不是可以整除  24  ，如果可以整除，這些數就是  24  的因數。

另外，我們可以用乘法的概念來找，  24  ＝  1  ×  24  ＝  2  ×  12  ＝  3  ×  8  ＝  4  ×  6 ，所以  24 

的因數是  1  、  24  、  2  、  12  、  3  、  8  、  4  、  6  ，這種方法較為省時省力，因為任何

一數都是兩個數的乘積，所以只要找出  24  一半的因數是  1  、  2  、  3  、  4，  即可找出  24 

的另一半因數  2 4、12、8、6  ，也就是說在找出因數  1  、  2  、  3  、  4  的同時，也得到了

因數  24  、  12  、  8  、  6  。 

另外，在課程中也學習質數和合數的概念：一個大於  1  的正整數只有  1  和本身兩個因

數時，稱為質數，如  20  以內的質數有  2、3、5、7、11、13、17、19。  一個大於  1  的正整

數如果不是質數，便稱為合數，  20  以下的合數便是  4、6、8、9、10、12、14、15、16、18。

從上面的定義，我們知道 1 不是質數，也不是合數。 



 

五、 概念架構圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

首部曲 完美數 

1.討論自己心目中的完

美數與原因 

2.介紹完美數之定義 

3.討論 1-9 中的完美數 

4. 討論 10-99 中的完美

數 

二部曲 友誼數 

1.介紹友誼數之定義 

2.檢驗某些數是否有友

誼數的關係 

3.現在知道 284 和某一

個數是友誼數，幫它找

到它最親密的朋友，並

且驗證之。 

 

三部曲 費瑪平方和

定理 

1. 介紹費瑪平方和定理

之定義 

2.檢驗某些數是否符合

費瑪平方和定理的關

係 

3.找尋 1-99 之間，符合

費瑪平方和定理的數 

4.討論學生尋找的方法

與規則 



參、 教學活動設計 

主題軸 數與計算 適用年級 高年級 

單元名稱 因數與倍數 教學時間 80 分鐘 

課程名稱 
從完美數、友誼數、費瑪平

方和定理體驗數學之美 
教材版本 自編教材 

設計者 蕭武治 指導者 劉祥通教授 

教學準備 電腦、單槍、電子白板、學習單、1-100 百數板 

能力指標 

N-2-04 能理解因數、倍數、公因數與公倍數。 

N-3-01 能認識質數、合數，並做質因數分解。 

C-T-04 能把待解的問題轉化成數學的問題。 

C-S-01 能分解複雜的問題為一系列的子題。 

C-S-03 能熟悉解題的各種歷程：蒐集、觀察、臆測、檢驗、推演、驗證、論證等。

C-S-04 能運用解題的各種方法：分類、歸納、演繹、推理、推論、類比、分析、變

形、一般化、特殊化、模型化、系統化、監控等。 

C-C-04 能用數學的觀點推測及說明解答的屬性。 

C-C-07 能用回應情境、設想特例、估計或不同角度等方式說明或反駁解答的合理性。

C-C-08 能尊重他人解決數學問題的多元想法。 

C-E-02 能由解題的結果重新審視情境，提出新的觀點或問題。 

C-E-03 能經闡釋及審視情境，重新評估原來的轉化是否得宜，並做必要的調整。

教學目標 

(1)能理解因數、倍數及公因數的意義。 

(2)能運用兩兩對應的方式窮盡所有因數，並且找尋完美數。 

(3)能歸納因數有奇數個的整數，藉以認識平方數，進而理解平方數的意義。 

(4)能運用策略、分析、推演、論證等方法找出最佳的解法。 

(5)能有效運用實作結果判斷答案是否為最佳解。 

具體目標 教學內容 時間 評量 
教學

資源

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

------------------【第一節】------------------- 

引起動機 

哪一個數字在你的心目中是完美的？請寫下來，並且說

明為什麼！ 

    

介紹問題： 

你知道嗎。這個問題如果讓數學家去選，有些人會選 6，

因為 

可以把 6 整除
。。

（不包含自己）（餘數為 0）的數有：      

 

 

3 分鐘

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

理解完美數的

 

 

 

「完美

的數

字」學

習單 

 

 

 

 

 



 

 

 

了解 10以

內正整數

之因數 

 

 

 

 

 

 

 

 

能理解

「完美

數」的定

義 

 

 

 

 

 

 

 

 

能窮盡

10-99 之

間數的所

有因數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1、2、3，而它們全部加起來
。。。。。

1＋2＋3＝6 

所以「6」是科學家心目中的完美數。 

 

理解問題： 

Q1:      1、2、3 這三個數可以把整除，這 3 個數就是 6

的什麼？ 

 

Q2:數學家找到 6 的所有因數後，把這些因數（自己不算）

加起來，發現了什麼？ 

 

Q3:    來找找 1‐10 之間，所有數的因數，以及它們加起

來有沒有符合「完美數」定義的數？ 

 

教師做結論與定義： 

 將可以把自己整除
‧‧

（不包含自己）的數全部找
‧‧‧

出來
‧‧

，再加起來
‧‧‧‧

，結果等於自己
‧‧‧‧

的數，數學家

稱為「完美數」，古希臘人認為這樣的數字最完

美！ 

一位西方的聖者這麼說：「因為六是一個完全

數，所以上帝在六天的時間中創造了宇宙萬

物。」 
 

解題： 

除了 6（一位數），在 10 到 99 中（兩位數）有「完全數」？

試著找看看吧！ 

 

如果教師發現學生出現解題困難或沒有目標，可以建議

學生：把不可能
。。。

是完美數
。。。。

的先剔除
。。。。

 

 

學生解題討論與比較： 

第二個完全數是 28，它有因數 1、2、4、7、14、28

 

教師總結 

第一個完全數是 6，它有因數 1、2、3、6，除去它

本身 6 外，其餘 3 個數相加，1+2+3＝6，恰好等於

本身。第二個完全數是 28，它有因數 1、2、4、7、
14、28，除去它本身 28 外，其餘 5 個數相加，

1+2+4+7+14＝28，也恰好等於本身。後面的數是

496，同學可以回家找看看 496 是不是真的是一個完

美數？你能找出它所有的因數？ 
 

介紹了完美數，我們這次介紹「友誼數」。 
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4 分鐘

 

 

 

 

 

 

2 分鐘

 

 

 

 

定義 

 

提問與討論 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解題與討論 

 

學生可能出現

之解題迷思與

問題： 

 找因數有缺

漏。 

 無法利用除法

找出某數

的所有因

數 

 無法利用乘法

（4×6＝24）

來找出某

數的所有

因數，並發

現「因數成

雙」 

學生能找出或

驗證出 28 是完

美數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

能理解

「友誼

數」的定

義 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

能窮盡

284與 220

之間數的

所有因

數，並且

檢驗 

 

 

 

引起動機 

西元前 500 年希臘畢達哥拉斯的兄弟會認為有兩個

數是象徵友誼的符號，因為他們發現者這兩個數的

所有正因數相加的和等於對方，這一對你儂我儂的

數字，彼此交融。 

介紹問題： 

所謂的友誼數是： 

A 和 B 兩個數，A 除了自己以外的所有因數加起來

等於 B，B 也是除了自己以外的所有因數加起來等

於 A，那麼 A 和 B 就是在茫茫數海中最親密的數，

所以我們叫他們友誼數。 

比如我們來看看 40 這個數的所有因數（不含自己）

有：1、2、4、5、8、10、20，這些因數的和是： 

1+2+4+5+8+10+20=50 

50 這個數的所有因數（不含自己）有：1、2、5、

10、25，這些因數的和是：1+2+5+10+25=43 

所以 40 和 50 這兩個數不是友誼數。 

 

解題： 

現在知道 284 和某一個數是友誼數，請幫它找到它

最親密的朋友？ 

 

學生解題討論與比較： 

 

284：1+2+4+71+142=220 

220：1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110=284 

教師總結 

220、284 就是史上第一對被發現的親和數。西元

1984年英國倫敦 Viking出版了Martin Gardner所著

《Mathematical Magic Show》一書，書中提道說 220

與 284 在中世紀的占星術鑄件與護身符扮演增進情

誼的角色（好朋友之間可以用這兩個數相送）。 

 

------------------【第二節】------------------- 
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解題與討論 

 

 

 

 

 

 

 

 

學生可能出現

之解題迷思與

問題： 

 找因數有缺

漏。 

 無法利用除法

找出某數

的所有因

數 

 無法利用乘法

（4×6＝24）

來找出某

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引起動機 

資料研讀： 

費瑪（1601 年 8 月 20 日～1665 年 1 月 12 日）出

生於一個皮革商的家庭，位在法國的  Toulouse  附

近。他在  Toulouse  大學讀法律，畢業後的正業是

律師、宮庭顧問，並且在 1631 年成為  Toulouse  地

區的議員。 

在忙碌的正業之外，數學是他的業餘嗜好。他利用

空閒的時間研究數學，並且將所得的結果，寄給朋

友，互相討論，或保留著沒有發表。他的稿件，在

他死後由其兒子在 1679 年出版，這就是我們所知道

的費瑪的著作《Varia Opera》。 

費瑪最後定理： 

    設 n 為大於 2 之整數，則方程式 xn + yn = zn 

沒有正整數解。  

對於這個最後定理，費瑪在他的書頁中寫道（約

1637 年）：我發現了一個美妙的證明，但由於空白

太小，而沒有寫下來。 就這樣一句話，讓後來的數

學家忙碌了 357 年，也犯過許多錯誤，終於在 1994

年由 A. Wiles 提出正確的證明。由於費瑪對數學

的重大貢獻，後人尊稱他為「業餘數學家之王」，數

學史家 E.T. Bell 稱讚他為「大師中的大師」(A 

master of masters)，簡直比數學家還要數學家！

Toulouse 的市政廳還立有費瑪與繆思女神 (Muse) 

並坐在一起的銅像。 

 

 

費瑪平方和定理：任何除以 4 之後會餘 1 的質數  ，

可以寫成兩個平方數相加的總和。 

解題： 

一起找出 1‐20 之間，符合費馬平方和定理的數有哪
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數的所有

因數，並發

現「因數成

雙」 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解題與討論 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

「費

瑪」學

習單 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

能窮盡

1-99 之間

所有質

數，並且

檢驗其事

否符合費

平平方和

定理 

些？ 

請學生找出 21‐99之間，符合費馬平方和定理的數

有哪些？ 

 

學生解題討論與比較： 

 

教師總結 

1‐99 之間的數中，符合費瑪平方和定理的數有 

5=1*1+2*2            13=2*2+3*3        17=1*1+4*4 

29=2*2+5*5          37=1*1+6*6        41=4*4+5*5 

53=2*2+7*7          61=5*5+6*6        73=3*3+8*8 

89=5*5+8*8          97=4*4+9*9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10 分鐘

 

 

15 分鐘

 

10 分鐘

 

 

 

 

 

3 分鐘

 

 

 

 

學生可能出現

之解題迷思與

問題： 

 找或檢驗質數

有缺漏。 

 無法表達某質

數的平方

數相加的

總和 

 

 

 

 

 

 

 

部分學生能反

思所學，得到規

律地發現 

 

 

解題與討論 

 

 

 

討論與分享 
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六年（ ）班開放數學題  （單元：找因數）姓名： 

完  美  的  數  字 

1. 哪一個數字在你的心目中是完美的？請寫下來，並且說明為什麼！ 

 

 

2. 你知道嗎。這個問題如果讓數學家去選，有些人會選 6，因為 

 可以把 6 整除
。。

（不包含自己）（餘數為 0）的數有：                                         

1、2、3，而它們全部加起來
。。。。。

1＋2＋3＝6 

 將可以把自己整除
‧‧

（不包含自己）的數全部找出來
‧‧‧‧‧

，再加起來
‧‧‧‧

，結果等
‧

於自己
‧‧‧

的數，數學家稱為「完全數」，古希臘人認為這樣的數字最完美！ 

 一位西方的聖者這麼說：「因為六是一個完全數，所以上帝在六天的時間

中創造了宇宙萬物。」 

3. 除了 6（一位數），在 10 到 99 中（兩位數）有「完全數」？試著找看看吧！ 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 

40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 

50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 

60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 

70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 

90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 

 

 

給你一些建議：把絕對不可能的先剔除
。。。。。。。。。

這時你必須先思考，哪些特質
‧‧

的數

「絕對不可能」？ 

 



六年（ ）班開放數學題  （單元：找質數）姓名： 
費瑪平方和定理 

費瑪（1601 年 8月 20 日～1665 年 1月 12 日）出生於一個皮革商的家庭，位在法國的  Toulouse 

附近。他在  Toulouse  大學讀法律，畢業後的正業是律師、宮庭顧問，並且在 1631 年成為 

Toulouse  地區的議員。 

在忙碌的正業之外，數學是他的業餘嗜好。他利用空閒的時間研究數學，並且將所得的結果，

寄給朋友，互相討論，或保留著沒有發表。他的稿件，在他死後由其兒子在 1679 年出版，這

就是我們所知道的費瑪的著作《Varia Opera》。 

費瑪最後定理： 

    設 n 為大於 2 之整數，則方程式 x
n + yn = zn 沒有正整數解。  

對於這個最後定理，費瑪在他的書頁中寫道（約 1637 年）：我發現了一個美妙的證明，但由

於空白太小，而沒有寫下來。 就這樣一句話，讓後來的數學家忙碌了 357 年，也犯過許多錯

誤，終於在 1994 年由 A. Wiles 提出正確的證明。由於費瑪對數學的重大貢獻，後人尊稱他

為「業餘數學家之王」，數學史家 E.T. Bell 稱讚他為「大師中的大師」(A master of 

masters)，簡直比數學家還要數學家！Toulouse 的市政廳還立有費瑪與繆思女神 (Muse) 並

坐在一起的銅像。 

 

 

 

費瑪平方和定理：任何除以 4 之後會餘 1 的質數  ，可以寫成兩個平方數相加的總和。 

請找出 1‐99 之間，可以符合費瑪平方和定理的數。 

 

  1  2  3  4  5  6  7  8  9 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 

40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 

50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 

60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 

70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 

90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 

 

 

 


